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Exercices- 4 - Evaluation d’une formule

Soit L un langage prédicatif contenant :
- des constantes : p,a, b, 1
- des variables : xi, X2, X3
- des symboles de prédicats :
K, d’arité 2, G, d’arité 2, C, d’arité 1, H d’arité 1, F d’arité 1

Soit M = <D, I> ou D est un ensemble d’individus non vide (domaine d’interprétation) et I
une fonction d’interprétation. On a :
D = {Pavarotti, Alagna, Bartoli, Lott}
et I est définie de la maniére suivante :
I(p) = Pavarotti
I(a) = Alagna
I(b) = Bartoli
I(I) = Lott
I(H) = {Pavarotti, Alagna}
I(F) = {Bartoli, Lott}
I(C) = {Pavarotti, Alagna, Bartoli}
I(K) = {(Pavarotti, Pavarotti), (Pavarotti, Alagna), (Alagna, Bartoli), (Bartoli, Lott),
(Lott, Pavarotti)}
I(G) = {(Bartoli, Bartoli), (Bartoli, Alagna), (Alagna, Alagna)}

Soit g; une fonction d’assignation (qui assigne a toute variable une valeur prise dans D).

g1 : X =2 Pavarotti
X, = Alagna
x3 = Lott

Evaluer, par rapport a M et a g; les formules :

* H(a)nC(x)
[[H(a) A Cex)IME = 1 ssi [H@)]]™' = [[Cx)]™e" = 1 et [[H@)]™*' = 1 ssi I(a)el(H)
(puisque a est une constante) et [[C(x;)]]™"¢" = 1 ssi gi(x;)e I(C) (puisque X, est une variable),
or I(a) = Alagna et on a bien Alagna €I(H) donc [[H(a)]]M’gl = 1 et gi(x;) = Pavarotti et
Pavarotti € [(C) donc [[C(x))]]™¢" = 1.

o —H(x) < K(x,,b)
[[—H(x1) < K(xa, bYI™ = 1 ssi [[=Hex]] ™' = [[K(xa, b
g/(x,) = Pavarotti, Pavarottie I(H) donc [[H(x,)]] M¢' = 1, donc [[-H(x,)]] ™¢' = 0.
D’autre part :



g1(x2) = Alagna et I(b) = Bartoli et (Alagna, Bartoli)e I(K), donc [[K(xz, b)]]M¢ .= 1
donc les deux n’ont pas méme valeur de vérité, donc [[—H(X) < K(x2, b)]]M’gl =0.

*  (Ix)K(x,x,)
[[(Tx2)K(x1, x2)]V" 8" = 1 ssi il existe une g, identique a g; sauf éventuellement en x, telle que
[[K(x1, x2)]]™ & = 1. par hypothése, g,(x;) = gi(x;) = Pavarotti. I suffit donc de trouver une
valeur v a donner a x, de telle sorte que (Pavarotti, v) € I(K), or on peut par exemple prendre

v = Alagna. Soit donc g, I’assignation : x; = Pavarotti et x, 2 Alagna (en fait, c’est g; !) on
a: [[KGx, x)]" ¥ = 1.

*  (Vx)(@3x,)K(x,,x,)
[[(Vx)@x)K(x1, x)]™ & = 1 ssi toute assignation g, différant de g, seulement
éventuellement en x; est telle qu’il existe une assignation gz différant de g, seulement
éventuellement en x; telle que [[K(x1, x2)]]™ 8=,
Considérons donc toutes les valeurs v; qu’il est possible de donner a x; et regardons si chaque
fois on peut trouver une valeur v, pour X, telle que [[K(x1, x2)]]™" £=1ou g3 est ’assignation
X1 > Vi, X2 > \'%)

si vl = Pavarotti :
si v, = Alagna, alors ’assignation gl telle que g; : x; = Pavarotti et x, = Alagna est
telle que [[K(x1, x2)]]*" &' = 1, il suffit donc de prendre g3 = g.

si vl = Alagna,
si v, = Bartoli, alors 1’assignation g3 telle que g3 : x; > Alagna et x, = Bartoli est
telle que [[K(x, x2)]]" & = 1.

si vl = Bartoli,
si v, = Lott, alors I’assignation g3 telle que g3 : x; = Bartoli et x, = Lott est telle que
(K, x))]" & =1,

si vl = Lott
si v, = Pavarotti, alors 1’assignation g3 telle que g3 : x; = Lott et x, = Pavarotti est
telle que [[K(x, x2)]]" & = 1.

Donc [[(Vx1)(3x)K(x, x2)]IV &' = 1, mais I’assignation gl ne joue aucun role. Etant donné
que les valeurs de x1 et de x2 sont destinées a étre changées, on aurait pu partir de n’importe
quelle assignation g, le résultat aurait ét¢ le méme ! donc la valeur de vérité de la formule ne
dépend pas d’une fonction d’assignation, ce qui est normal puisque la formule ne contient pas
de variable libre. On peut donc simplement écrire : [[(Vx)(3x2)K(x1, x2)]] =1, ou :

M |= (Vx1)(3x2)K(x1, X2) (1a formule (Vx1)(Ix2)K(x1, X2) est vraie dans M).

o (VX NG(xp,x) = (3x,)(K(x,,x,) A F(x,)))
[[(Vx)(G(x1, x1) = (Tx2)(K(x1, x2) A F(x2))]]M¢" = 1 ssi pour toute valeur v, assignée a x,
par une function d’assignation g, identique a g; sur I’autre variable (x;), on a :
[[G(x1, x1) = (3x)(K(x1, X2) A FEo)]" = 1
Passons donc encore en revue les valeurs possibles de x1

si vl = Pavarotti,



[[G(x1, x1)]]M€ = 0 pour toute g telle que x1 > Pavarotti, puisque (Pavarotti, Pavarotti)e
I(G), donc d’apres la table de vérité de I’implication,
[[G(x1, X1) = (Ix2)(K(x1, X2) A F(x2))]]1V"¢ = 1 pour toute g telle que x1 = Pavarotti.

si vl = Alagna,

[[G(x1, x)]]V€ = 1 pour toute g telle que xI > Alagna, puisque (Alagna, Alagna)e I(G),
donc d’apres la table de vérité de I’implication, pour que

[[G(x1, x1) = (Fx2)(K(x1, X2) A F(xo))]IM¢ = 1 il faut que [[(3Fx2)(K(x1, X2) A Fxo)Me =1,
donc il faut trouver une g, assignant la valeur Alagna a x; et une valeur v, a x; telle que :
[[(K(x1, x2) A Ex2))]M€ = 1, or si on prend v, = Bartoli, on a bien : (Alagna, Bartoli) € I(K)
et Bartoli € I(F), donc il suffit de prendre g, : x; = Alagna, x, = Bartoli.

si vl = Bartoli,

[[G(x1, x1)]]™"€ = 1 pour toute g telle que x1 = Bartoli, puisque (Bartoli, Bartoli)e I(G), donc,
comme précédemment, il faut trouver une g, assignant la valeur Bartoli a x; et une valeur v, a
x; telle que :

[[(K(x1, X2) A F(x2))]]Y"¢* = 1, or si on prend v, = Lott, on a bien : (Bartoli, Lott) € I(K) et
Lott € I(F), donc il suffit de prendre g, : x; = Bartoli, x, = Lott.

si vl = Lott
comme dans le premier cas, (Lott, Lott) )¢I(G), donc d’aprés la table de vérité de
I’implication, [[G(x1, x1) = (Ix2)(K(x1, x2) A F(x2))]]"¢ = 1 pour toute g telle que x1 > Lott.

Finalement, on a bien :

[[(Vx1)(G(x1, x1) = (Fx2)(K(x1, x2) A Fx)]™ = 1

La encore, ¢a ne depend pas de la function d’assignation g1, donc on peut écrire:
[[(7x0)(G(x1, x1) = (Fx2)(K(x1, x2) A FE)IM = 1, ou:

M |= (Vx)(G(x1, X1) = (Tx2)(K(x1, X2) A F(X2)))



