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Rappels de logique propositionnelle

1 Syntaxe des formules

Le langage L, de la logique propositionnelle est défini par la grammaire suivante :
VT = {p7 q7 7’, 37 seeey LJ T7 /\7 \/7 :>7 ) <:>7 (7 )}

Vv = {5}
Axiome : S
Regles :
S = plglr|s]-. [ LIT(S A SISV IS = F)I(S & S5)[(=5)
Exemple :
S
TS
NS )

(

Les parentheses sont la pour éviter les ambiguités de lecture. Par exemple, (p A (¢ = r)) est
différentde ((p A q) = 7).

2 Interprétation des formules

2.1 Modeéeles et tables de vérité

Une formule est interprétée par rapport a une assignation de valeurs de vérité ¢ aux propositions
atomiques (p, q, 1, S, ...) qui la composent. Ces propositions sont donc vues comme des variables.
Une telle assignation est aussi appelé modele de la formule, ou monde possible dans lequel elle est
évaluée.

Etant donnée une telle assignation ¢, on démontre qu’il existe une et une seule maniere de I’étendre
en une valuation vy qui assigne une valeur de vérit€ a toutes les formules de telle sorte que :

1. vg(p) = ¢(p), v4(q) = ¢(q), etc.
2. vy(A N B) = 1sietseulement si vg(A) = vy(B) =1

3. vy(AV B) = 0Osi et seulement si vy(A) = v4(B) =0

4. vy(A = B) = 0siet seulement si vy(A) = 1etvyg(B) =0
5. vy(—A) = 1 si et seulement si v4(A) =0

—



6. vy(L) =0

7. vy(T) =1
Les deux dernieres lignes montrent que L et T sont des constantes (leur valeur ne change pas en
fonction du modele), ce sont respectivement les constantes toujours faux ” et ”toujours vrai’.
vy €tant définie pour une formule donnée pour tout ¢, si on fait varier ¢, on obtient la table de
vérité de la formule, autrement dit sa valeur de vérité en fonction du modele ¢ qui est choisi.
Soit par exemple la formule (p A ((¢ V r) = (—p))), elle a la table de vérité suivante :

lplalr|-plavr|Uavr)=(p) | @A(aVr)=(-p) ]
1[1]1]0 ] 1 0 0
1[1]o] o[ 1 0 0
1jo[1] 0] 1 0 0
1/0[0[ 0] 0 1 1
O[1[1] 1] 1 1 0
0[1]0] 1] 1 1 0
0[o0[1| 1] 1 1 0
0[0/0] 1] 0 1 0

Autrement dit, ce n’est que pour le modele ¢4 défini par :

o4(p) = 1,04(q) = 0,04(r) = 0 qu’elle est vraie. Une formule A telle que pour tout modele
¢, on ait vy(A) = 1 est appelée une tautologie. On vérifiera que les formules suivantes sont des
tautologies :

(A:>(B:>A))

- (A= (B=0)= (4= B)=(4=10))
((AAB)) < ((m4) v (=B))

- (7(AV B)) < ((~4) A (=B))

- (A= B) < ((mA)V B))

- (A= B) = ((=B) = (=4)))

= ((=(=4)) & 4)

- (AV(~4)

2.2 Relation de Conséquence Logique

Ondit que Ay, Ao, ..., A, permettent de déduire B ou simplement qu’elles impliquent B et on écrit
{A1, Aa, ..., Ay} = B si et seulement si, quel que soit ¢, si vg(A1) = vg(A2) = ... = ve(An) =
1, alors vy(B) = 1.
Ay, Ao, ..., A, sont appelées les prémisses et B la conclusion.
On peut facilement vérifier avec cette définition que, quelles que soient les formules A, B, C, ... on
a:

- {A, A = B} = B (modus ponens)

- {—-B,A = B} = —A (modus tollens)



- {A= B,B=C} E A= C (régle du syllogisme)

- | AV A (tiers exclu)

- {A = 1} = —A (raisonnement par I’absurde)

- {A, A} = B (ad impossibile sequitur quodliber)
La derniere de ces regles exprime le fait qu’a partir d’une contradiction, on peut déduire n’importe
quoi (tout et son contraire). la phrase latine signifie justement cela : d’une impossibilité découlent
logiquement toutes les propositions arbitraires que [’on veut. Evidemment, elle a comme cas par-
ticulier : {4, -A} = L.
Une regle dont la partie gauche est vide (comme le tiers exclu ci-dessus) exprime simplement une
vérité universelle (pas besoin de prémisses particulieres pour la prouver).
Il est intéressant de remarquer que toutes les tautologies sont dans ce cas : si ¢ est une tautologie,
alors = ¢. Donc on peut réécrire toutes les tautologies ci-dessus sous la forme :

-FA= (B:M‘l))

-F((A=B=0)= (A= B)=(A=0)
- F (ﬂ(AAB)) ((=4) v (=B))

- = (=(4V B)) & ((=4) A (-B))

- F (A= B) < ((-4)V B))

- );E(A=>B) ((=B) = (=4)))

(=(=4)) & A)

- F(AV(=4))
Noter qu’on pourrait aussi bien écrire T = ¢ au lieu de |= ¢, marquant ainsi que le vide devant le
symbole |= peut étre rempli par la constante T (élément neutre de la conjonction : A A T = A).
Théoreme de la déduction
On démontre facilement le (méta)- théoréme suivant :

{A1,Ag, ..., A1, A} |E Bsietseulementsi {A;, Ay, ..., Ap_1} F (A= B)

Autrement dit, pour prouver A = B, il suffit d’ajouter A parmi les prémisses (en tant qu’ hypothése)
et de prouver B.

Théoreme de la réfutation

On démontre aussi le (méta)- théoréme suivant :

{A1, Ay, ..., Ap_1, A} |E Lsietseulement si {A;, As, ..., A1} = (0A)
On démontre encore que :

{A1, Ag, ..., Ay_1, A} |= L est équivalent a il n’existe aucun modele ¢ permettant de rendre
vraies simultanément toutes les formules de ’ensemble { A1, Ao, ..., A1, A}”
Symétriquement avec le traitement de T, on peut considérer que L est ce qui permet de remplir un
vide non plus a gauche mais a droite du symbole |=, de telle sorte que :



la relation { A1, Ag, ..., Ap—1, A} = L pourrait aussi bien s’écrire { A1, Ag, ..., Ap_1, A} .



