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1 Du calcul de Lambek aux catégories

La théorie des catégories a été inventée ' ([MacLane 1971]) pour apporter un nouveau type de fon-
dement aux mathématiques, qui soit plus général que ne ’est la théorie des ensembles. La théorie des
ensembles est basée sur la relation d’appartenance (€) entre éléments et entités appelées ensembles. La
notion d’ensemble apparait tres naturelle. Cependant, vue d’une maniere trop intuitive, elle conduit a des
antinomies fatales (dont celle de Russell (1902), fameuse, de 1’ensemble des ensembles qui ne s’appar-
tiennent pas a eux-mémes). Pour les éviter, il a fallu formuler une théorie axiomatique dont la version
la plus connue et la plus utilisée est due a Zermelo-Fraenkel (on parle de théorie ZF), qui axiomatise la
relation d’appartenance. On peut toutefois avoir envie de se débarrasser de cette relation, comme de la
notion d’élément, de fagon a obtenir une théorie dont les objets se comporteraient tout a fait comme des
ensembles, méme s’ils ne sont pas définis a partir d’éléments. On obtient alors® un type trés général de
structure abstraite que 1’on appelle un topos et comme ce type de structure est beaucoup plus général
que la structure ensembliste, on gagne en abstraction et en puissance fondatrice. Pour formuler ce que
I’on entend par un topos, il faut d’abord toutefois passer par la théorie des catégories, qui donne, avant
d’atteindre les topos, des types de structures associés a des théories plus simples que celle des ensembles,
comme le sont les diverses logiques propositionnelles (classique et intuitionniste notamment). Il est inté-
ressant de regarder si les grammaires, en particulier catégorielles, trouvent leur place dans cette gamme
de structures.

On notera par ailleurs que, les catégories se situant a un niveau d’abstraction plus élevé que les ensembles
et que les différentes structures algébriques que I’on peut définir a partir d’eux (monoides, groupes, an-
neaux, corps, ensembles partiellement ordonnés etc.), il deviendra possible grice a elles d’exprimer de
facon générale les genres de constructions auxquelles on procede régulierement pour toutes ces structures
(construire une sous-structure, un produit, une somme etc.). On “factorise” en quelque sorte le travail en
définissant des notions de produit, de somme, de limite etc. qui sont ensuite applicables a chacune de ces
structures. On peut méme envisager des constructions nouvelles.

[Lambek(1988)] établit le rapport entre les catégories au sens des grammaires dites “catégorielles” et
les catégories au sens de la théorie des catégories. On pourrait dire entre une logique catégoriale et une
logique catégorique. 11 faut pour cela opérer juste un léger changement de point de vue sur les déri-
vations syntaxiques. Au lieu de se baser sur les types (formules) et de dire qu’il existe une relation de
déduction entre les types comme vu initialement dans le chapitre sur le calcul de Lambek d’origine, on
considere chaque relation de déduction comme une fléche, c’est-a-dire en termes catégoriques comme un
morphisme. Les types ou formules font alors figure d’objets. Mais avant d’en venir 13, il faut voir quelques

A vrai dire, si la théorie des catégories a été inventée par Eilenberg et McLane en 1945, ¢’est Lawvere qui, en 1964, a percu
qu’elle pouvait servir de fondement aux mathématiques.
2 A 1a suite des travaux de A. Grothendieck, souvent présenté comme le plus grand mathématicien du XXeme sicle.



notions de la théorie des catégories.

2 Introduction a la théorie des catégories

2.1 Notions de base
2.1.1 Catégories et foncteurs

Pour introduire la notion de catégorie, nous sommes plus ou moins obligés de nous appuyer sur celle
d’ensemble, méme si par la suite, la théorie des catégories est utilisée comme fondation, y compris de
la théorie des ensembles. Donc, au début, nous prenons comme exemples des ensembles, pouvant étre
munis d’une structure (monoide, groupe, anneau, corps, espace vectoriel etc.). Nous savons que, dans
tous ces cas, se détache, outre la notion de structure, celle d’homomorphisme. Par exemple, si (G, %) et
(G, o) sont des groupes, un homorphisme de groupe sera une application f de G vers G’ telle que :

- f(eq) = e (ex étant I’élement neutre du groupe X)

— Jlaxa') = f(z) e (')

f sera un isomorphisme s’il existe un homorphisme f’ de G’ vers G tel que :
fof =Ig e fof=Iu

ol Ix est I’identité de X (qui est bien slir un isomorphisme).
De fagon générale, une catégorie est une collection d’objets et de morphismes, un morphisme étant en
général représenté par une fleche et un objet par un sommet, ce qui fait qu’en premiere approximation,
une catégorie n’est rien d’autre qu’un graphe. Simplement, parmi les fleches, il doit nécessairement y en
avoir une particuliere pour chaque objet A, qu’on appelle la fleche identité 14 : A — A. Les fleches
peuvent d’autre part se composer, ce qui fait que pour tout couple formé d’une fleche f : A — Betd’une
fleche g : B — C, il existe une fleche gf : A — C. Tout cela de telle sorte que :
— pour tous Aet Betpourtout f: A — B: fla=f=1pf
— pourtoutes f: A— B,g: B— Ceth:C — D:(hg)f =h(gf)
A titre d’exemples de catégories :
e la catégorie Ens, dont les objets sont les ensembles et les fleches les applications entre ensembles,
e la catégorie Mon, dont les objets sont les monoides et les fleches les homomorphismes de mo-
noides,
e la catégorie PreOrd, dont les objets sont les ensembles pré-ordonnés et dont les fleches sont les
applications monotones
On peut aussi noter que certains ensembles bien connus sont eux-mémes des mini-catégories :
e un simple ensemble A est une catégorie : ses objets sont ses éléments et les seules fleches sont les
"boucles" 1, pour tout a € A,
e un monoide est une catégorie : elle a un seul objet et les fleches sont les éléments du monoide. La
fleche identité est I’élément neutre et I’opération de composition est la composition des fleches?,
e un ensemble pré-ordonné est une catégorie : les objets sont ses éléments et les fleches sont les
couples (a,b) telsque a < b
Parmi les catégories, on peut situer Cat, dont les objets sont justement... les catégories ( !). Les fleches de
cette catégorie un peu spéciale sont les foncteurs.

Définition 1 Un foncteur F : A — B est un morphisme de graphes, c’est-a-dire une application définie
sur les objets et les morphismes de A de sorte que pour toute fleche f : A — B, onait: F(f): F(A) —
F(B), avec :

3Soit par exemple un monoide libre sur A, a chaque lettre a correspond une fleche a : ® — e, @ étant le seul objet de la
catégorie. Un mot est alors la composition des fleches associées aux lettres qui le composent.



- F(14) = 1pa)
- F(gf) = F(9)F(f)

De nombreux objets mathématiques peuvent &tre vus comme des foncteurs. Par exemple on peut définir
List comme un foncteur de Ens dans Ens. A chaque ensemble .S (donc chaque objet de Ens), List associe
un autre ensemble : List(S) qui s’interprete comme 1’ensemble des listes d’éléments de S. Maintenant,
a chaque application f : S — S’ (morphisme), List associe List(f) : List(S) — List(S") qui associe
a toute liste d’éléments de S 1a liste d’éléments de S” qui est : [f(s1), f(s2), ..., f(sn)]. Dans un langage
comme LISP, List(f) est noté maplist(f).

On peut, de plus, dire que chaque objet List(.S) est doté d’une concaténation associative , et d’'une
liste vide [ ] (élément neutre pour “~ ). C’est donc un monoide, donc un objet de la catégoriec Mon. List
est donc un foncteur de Ens dans Mon. List(f) est un homomorphisme de monoides, ce qui se traduit

par le fait que :
List(f)([1) = [
List(f)(Li" La) = List(f)(L1)™ List(f)(L2)

pour assurer que ces équations définissent bien maplist de maniere unique, on rajoute :

List(f)[s] = [f(s)]

e~

2.1.2 Transformations naturelles

Définition 2 Etant donnés deux foncteurs F et G de A dans B, une transformation naturelle T de F dans
G est une famille de fleches T(A) : F(A) — G(A) dans B, une fleche pour chaque objet A de A, telle
que le carré suivant commute pour toute fleche f : A — B dans A :

autrement dit telle que :

G(f)r(A) = (B)F(f)

Quand des objets mathématiques usuels sont vus comme des catégories, les morphismes entre ces objets
sont justement les transformations naturelles. Par exemple, tout ensemble peut tre vu comme un foncteur
de {e} dans Ens, ot {e} est la catégorie avec un seul objet et le morphisme identité, il s’agit, pour un
objet A de Ens, du foncteur F'y tel que Fa(e) = Aetpour 1: Fu(1) = 14. Si f est une application
A — B, f est aussi la transformation naturelle de 4 dans Fp qui, étant donné le seul objet e, est telle
que f : FA(O) — FB(')’

D’autre part, la notion de transformation naturelle nous permet de faire des constructions intéressantes.
Soit en effet deux catégories A et B, quest-ce que B4 ? Par analogie avec ce qui se passe pour des
ensembles, on a envie de dire qu’il s’agit de I’ensemble des "fonctions" de .4 dans 3. Mais comme ce
que nous voulons obtenir, c’est une catégorie, il faut a la fois définir des objets et des fleches. Pour les
objets, il est évident qu’il s’agira des foncteurs de A dans B. Quant aux fléches, il faut que ce soit des
"applications" de foncteurs sur d’autres, donc il s’agit des transformations naturelles entre foncteurs.

Un isomorphisme entre catégories A et BB est un foncteur qui posséde un inverse, autrement dit un foncteur
F de A dans B tel qu’il existe G de B dans A avec: GF =14 et FG = 15.

(le foncteur identité 1 4 est le foncteur qui laisse les objets et les morphismes inchangés).

Ces définitions permettent de démontrer les isomorphismes suivants :



_ C.AXB o (CB )A
— (Ax B)¢ = A x B¢
Nous pouvons ainsi utiliser des catégories de foncteurs.
A titre d’exemples de foncteurs particuliers, on peut envisager les foncteurs Hom.

Définition 3 Si A er B sont deux objets d’une catégorie A, on note Hom 4(A, B) la classe de toutes les
fleches A — B. Si c¢’est un ensemble, pour chaque A et B, alors la catégorie A est dite localement petite.

Exemples de foncteurs : (NB : A4°P est la catégorie A ol toutes les fleches ont été inversées)

Si A est une catégorie localement petite, alors il existe un foncteur Hom : A°? x A —Ens. Pour une
fleche (g,h) : (A,B) — (A, B')de A°? x A,ou:g: A’ — Aeth: B — B’dans A, Hom(g, h) envoie
f €eHom(A, B) sur hfg €Hom(A’, B').

, Hom(g,h)(f)

A B

f

A B

On obtient aussi un foncteur Hom* : A°? —Ens*, ainsi qu’un foncteur Homijp : A —Ens?”. Par
exemple, pour ce dernier, si on reprend le diagramme précédent, Hom’., est le foncteur tel que pour
toute h : B — B’ dans A, Hom’.,(h) est le foncteur de .A°? dans Ens qui envoie la fleche g sur
I’ensemble Hom(g, h).

Définition 4 Une sous-catégorie C d’une catégorie BB est une catégorie dont les objets et les fleches sont
contenus dans ceux de B et qui est fermée sous les opérations de source, but, identité et composition. C
est dite pleine si pour tous objets C, C’' de C, Hom¢(C, C") = Homg(C, C")

Pour des transformations naturelles, on écrit Nat(F, () au lieu de Hom(F,, G). Autrement dit, Nat(F’, G)
est I’ensemble des transformations naturelles de F' vers GG (si ¢’est bien un ensemble).

2.1.3 Limites

L’un des concepts centraux de la théorie des catégories est fourni par la notion de limite. Elle per-
met la construction de nombreuses sortes d’objets, dans chaque catégorie, qui sont toujours définis a un
isomorphisme pres. Un premier exemple est fourni par les objets dits terminaux.

Définition 5 Un objet 1 d’une catégorie A est dit étre un objet terminal si pour chaque objet A de A, il
existe une fleche unique () : A — 1.

On voit facilement que la notion d’objet terminal est définie a un isomorphisme pres : en effet, soit 1’ un
autre objet terminal, alors comme 1 et 1’ sont en particulier des objets, d’apres la définition, il existe une
et une seule fleche (1) de 1 vers 1’ et une et une seule fleche, (1), de 1’ vers 1. La composition de
ces deux fleches donne :

01001/:1/%1/ OlzoOlzl—>1
Comme la définition implique également 1’unicité de toute fleche de 1 dans 1, comme de 1’ dans 1, et
donc son égalité avec, respectivement, 17 et 11/, on obtient :

Ol o] Ol/ = 11/ Ol’ Ool = 11

d’ou I’isomorphisme.
Exemple : dans la catégorie Ens, tout singleton est terminal, et ils sont tous isomorphes entre eux. Noter



qu’en effet, il existe une et une seule application d’un ensemble quelconque vers un singleton {a} (I’ap-
plication constante qui associe a a chaque élément de 1’ensemble de départ, si celui-ci n’est pas vide.
S’il est vide, on sait qu’il existe une et une seule application de () dans n’importe quel ensemble, donc en
particulier aussi dans {a}).

Définition 6 Un objet 0 d’une catégorie A est dit étre un objet initial si pour chaque objet A de A, il
existe une fleche unique 0 — A. C’est bien siir ’objet terminal de A°P.

Exemple : dans Ens, ) est initial.

Un élément d’un ensemble S (dans la catégorie Ens) peut étre vu comme une fleche 1 — S. On appelle
une telle fleche : une constante de S.

Une construction tres fréquente, pratiquée pour chaque structure algébrique (voire topologique), est celle
de produit (de telle sorte que le produit - cartésien - de deux ensembles soit un ensemble, le produit de
deux groupes soit un groupe, celui de deux espaces topologiques soit un espace topologique etc.). En fait,
il y a un lien entre les produits en général et la notion d’objet terminal.

Définition 7 Un produit de deux objets A et B consiste en la donnée d’un objet noté A x B et de deux
fleches, appelées projections 71 : A X B — Aetms : A X B — B, tels que pour tout objet C' et tout
couple de fleches f : C' — Aetg: C — B, il existe exactement une fleche < f,g >: C' — A x B telle
que le diagramme suivant commute.

C

<fg>
\
Ax B

T T2

5

£

A B

Etant donnés A et B deux objets d’une catégorie .4, considérons la catégorie des paires de fleches < f :
C — A,g:C — B >, ladéfinition précédente fait que le produit, donné par la paire < 7 : A X B —
A,m": A X B — B > est terminal dans cette catégorie.

Par dualité (cf. la relation existante entre objet terminal et objet initial), on passe de la notion de produit
a celle de co-produit. On obtient :

Définition 8 Un coproduit de deux objets A et B consiste en la donnée d’un objet noté A + B et de
deux fleches, appelées injections 11 : A — A+ Bet 1o : B — A+ B, tels que pour tout objet C et tout
couple de fleches f : A — C et g : B — C, il existe exactement une fleche [f, g] : A+ B — C telle que
le diagramme suivant commute.

A

A+ B

L1 . L2

B

P [f,ig] N
\4
c

Exemple :
— dans Ens, le coproduit correspond a la somme disjointe.
La somme disjointe A @ B est en effet munie de deux applications, les injections canoniques :

11:A— A3 B 1n:B—-A®B



et il est vrai que pour tout couple de fleches f : A — C, g : B — C, on peut définir [f, g] de A & B dans
C' de maniere que [f, g]t1 = f et [f, g]ta = g, il suffit de prendre la fonction définie par :

Vee A® B,[f,g9](x) = f(x)sizeA
= g(x)sizeB

Cette fonction est parfaitement définie puisqu’il n’y a pas d’élément commun aux deux membres d’une
somme disjointe.

Définition 9 Une fleche e : X — A est dite étre un égaliseur de deux fleches f : A— Betg: A— B
Si:

1. fe=ge
2. pour toute fleche €' : X' — A telle que fe' = g€/, il existe une unique fleche k : X — X' telle
que ek = €'
/
Xx—° . B
¢ g
S
k.
X/
Exemple :

— dans Ens, étant donnés deux applications f et g de A dans B, soit X le sous-ensemble de A ou f
et g sont égales. La fonction d’inclusion e : X — A est un égaliseur.
La construction duale (de co-égaliseur) fournit I’équivalent de la notion de relation d’équivalence.

On définit également, de facon générale, la notion de limite et on montre que les notions de produit et de
co-produit se ramenent a elle.

Définition 10 Soit A une catégorie, et D un diagramme quelconque sur A, dont les objets sont notés D,;.
un cone pour D est un objet X de A et une famille de fleches f; : X — D; tels que le diagramme suivant

commute, pour tous i et j.
X
D, > D;
(] g J

Définition 11 Un cone est une limite si, de plus, pour chaque autre cone {f! : X' — D, }, il existe une
fleche unique k : X' — X telle que le diagramme suivant commute, pour tout D;.




Exemples :
— si, dans A, le diagramme se limite aux deux objets : A et B, un cOne pour ce diagramme est la
donnée d’un diagramme :

/ g

A < X - B

Si ce cOne est une limite, alors on retrouve exactement la notion de produit.
— si D est le diagramme :

B
g
A C
f
alors un cone pour D est un P muni des fleches f7, h, ¢’ tel que le diagramme suivant commute :
!
P ! B
/ <
g g
A C
f

Si un tel cone est une limite, on obtient un pullback. Les pullbacks donneront lieu a la notion
importante de produit fibré.
La notion duale de celle de cone est celle de cocone, et de limite : co-limite.

2.1.4 Adjonction

11 est usuel d’avoir dans de nombreuses structures, une situation ou deux foncteurs sont, en un certain
sens, “inverses” I’'un de I’autre. Tout le monde a appris sur les bancs de 1’école que, des que nous avons
la notion de multiplication, nous avons celle de division, avec évidemment, sur R™, la relation :

c
axb<ceb< -
a

La multiplication par a (notons-la m,) et la division par a (notons-la d,) entretiennent donc une relation
évidente, qu’on peut formuler comme suit :

me(b) < c e b <d.(c)
De la méme fagon, le calcul de Lambek admet les équivalences :
AeB—-C&A—-(C/B& B— A\C
Considérons Fy(B) = Ae Bet G4(B) = A\ B, nous avons alors :
F4(B) - C < B— Ga(0)

Dans les deux cas, nous avons une structure commune, que 1’on nomme adjonction (ou aussi parfois,
correspondance de Galois). Par le biais de 1’adjonction, on retrouvera les notions définies plus haut.



Définition 12 Une adjonction entre des catégories C et D consiste en :

— deux foncteurs F :C - DetG:D — C

— une transformation naturelle n) : Ic — (G o F)
tels que pour tout objet X de C et toute fleche f de C : f : X — G(Y), il existe une et une seule fleche
deD: f*: F(X) — Y telle que le diagramme suivant commute :

x —™ ¢(F(x))

e

G(f)

G(Y)

Si nous nous plagons donc dans une seule catégorie, dont les objets sont les types du calcul de Lambek et
les morphismes les déductions entre types, alors en définissant :

— pour chaque type A, soit Fy : B— F4(B) = Ae DB

— pour chaque type A, soit G4 : B+— G4(B) = A\ B
la définition de 1’adjoint conduit a :
- pour toute f : X — A\Y, il existe une fleche f* unique, f*: Ae X — Y telle que f = G4(f*)onx,
ol, a X, nx associe A\ (A e X).
Ce qu’on écrira de la maniere résumée suivante :

f:X—A\Y
ffiAeX =Y

qui est exactement une des régles mentionnées ci-dessus. Nous y reviendrons plus loin.
La transformation naturelle ) est appelée unité.
La construction ci-dessus posseéde sa duale :

F(X)
ou € est la co-unité. Il est possible de prouver que 1’existence d’une unité entraine celle d’une co-unité, et
réciproquement, ce qui donne deux points de vue possibles pour regarder 1’adjonction.
Du point de vue du calcul de Lambek, ey est la transformation naturelle qui, a toute formule A e (A\Y)
associe Y.
La regle d’inférence déduite est la réciproque de la précédente :

g:Ae X =Y
g X - A\Y

Exercice : Soit C =Ens et D =Mon. On prend pour 7, la famille d’applications qui, a chaque ensemble
S, associe ’ensemble List(S) des listes de S, pour F' la fonction List et pour G le foncteur d’oubli
(c’est-a-dire le foncteur trivial de Mon dans Ens qui “oublie” la structure de monoide).
— Démontrer qu’on obtient une adjonction.
— Démontrer que, en prenant (N, +,0) comme objet de Mon et 1 la fonction constante de .S dans N
qui, a tout élément de S associe 1, la fonction unique 1* définie par I’adjonction n’est autre que la
fonction longueur !



2.1.5 Monades

On a vu qu’on pouvait toujours considérer un ensemble pré-ordonné (A, <) comme une catégorie .A.
Un foncteur entre deux telles catégories, (A, <) et (B, <), est alors une application monotone : si a < a’
alors F'(a) < F(a’). Soit un tel foncteur F', et soit G dans 1’autre direction, qui est son adjoint a droite
(autrement dit, pour tous a € Aetb € B, F(a) < bsi et seulement si a < G(b)), alors on peut voir
facilement que pour tout a,a’ € A,

1. a < GF(a)
2. GFGF(a) < GF(a)
3. sia < da alors GF(a) < GF(d')
():ona F(a) < F(a)donc a < GF(a).
(2) : GF(a) < GF(a) donc en faisant migrer le G de droite vers la gauche (il devient alors un F) :
FGF(a) < F(a), et en appliquant G aux deux termes : GFGF(a) < GF(a).
GF est alors typiquement ce que 1’on appelle une fermeture. Les points précédents se traduisent en :
l.aCa
2.aca
3. sia Ca alors@Ca’
De méme F'G permet de définir une opération d’intérieur. NB : il est clair que (1) et (2) ci-dessus en-
trainent GFGF(a) = GF(a) (on ne mettrait "=" que si la relation < était bien une relation d’ordre).
Si on appelle fermés de A les éléments a tels que GF'(a) = a et ouverts de B les éléments b de B tels

que F'G(b) = b, alors F et G déterminent une équivalence entre I’ensemble préordonné Ay des fermés de
A et I’ensemble préordonné 5, des ouverts de B, selon le diagramme suivant :

F
A - B
G
inclusion inclusion
equivalence
Ay — - By

Ces notions de fermeture et d’intérieur se rencontrent souvent en mathématiques, notamment bien stir en
topologie. Notons 7' = G F. T est appelé une monade.

Définition 13 Une monade sur une catégorie A est un triplet (T, n, p), oi T est un foncteur A — A et
ou:

— 1 est une transformation naturelle 1 4 — T

— L est une transformation naturelle T> — T
de telle sorte que les diagrammes suivants commutent :

T 77T _ T2 P T77 T T3 T,Lt T2
N % ) pI %
T T T
u

autrement dit satisfaisant les équations :

poTn=1p=ponT, popl =poTp



Appliquée au cas des ensembles pré-ordonnés, T est une application monotone de A dans A, il y a pour
chaque élément a, un morphisme 7 vers T'(a), autrement dit a < T'(a), et pour chaque objet a, un
morphisme de T7'(a) dans T'(a), autrement dit 77 (a) < T'(a). Les équations disent qu’en partant de a,
7 donne un T'(a) et que u appliqué a TT'(a) redonne bien le T'(a) initial, et qu’en partant de 77" (a), on
obtient le méme 7'(a) en suivant I’un ou I’autre des deux chemins indiqués.

Noter que cette notion de monade ressemble beaucoup a, voire généralise, la notion de monoide.

Un monoide M peut en effet étre vu comme un ensemble M muni de deux fonctions :

n:1—-M w:MxM-—M

telles que les diagrammes suivants commutent :

nx1 1xn Ixp
I1xXM —> MxXM-<~——DMx1 MxMxM—— MxM
» 1% Q px1 %
M M x M M

1

1 est interprété comme le singleton {()}, donc 7 est la fonction qui a @) associe le mot vide €. Dans 1 X p,
1 est interprété comme la fonction identité M — M. X (resp. p) est la fonction (bijective) de 1 x M
(resp. M x 1) dans M qui, a tout couple ((}, z) (resp. (x, })) associe z. La commutation des diagrammes
s’interprete comme :

e =1z TE=T

(zy)z = 2(y2)
autrement dit comme 1’existence d’un élément neutre et I’associativité.
Pour ces raisons, dans une monade, la transformation n est appelée [’unité et y la multiplication.

2.1.6 Exemples de monades

Un exemple typique de monade sur la catégorie Ens est le foncteur p. Il consiste a prendre pour unité
la famille de fleches 4 : A — p(A) définies par : Va € A,n4(a) = {a}, et pour multiplication, la
famille de fleches 4 : p(p(A)) — p(A) définie par :

VX € plp(4), pa(X) = J{X: X € &}

Un autre exemple est fourni par le foncteur List, qui, a tout ensemble associe 1’ensemble des listes de
ses éléments, avec pour unité la famille de fonctions 14 qui sont les fonctions définies sur A associant
a chaque élément a € A I'élément [a] € List(A), et pour multiplication la famille de fonctions p4
qui sont les fonctions définies sur List(List(A)) associant a chaque élément (par exemple une liste de
listes [[a, ], [c,d], [e]]) la liste obtenue en mettant a plat les élements de la liste de listes (par exemple
[a, b, ¢, d, e]). On voit sur cet exemple que la notion de monade permet de définir d’emblée une opération
généralisée, ici la concaténation des listes. La condition d’associativité de la monade assure I’ associativité
de cette opération.

2.1.7 Role des monades

La notion de monade est importante car, si on part d’une catégorie de structures algébriques quel-
conques Alg (par exemple Mon, Grp etc.) et que 1’on définit une monade par I’intermédiaire d’un fonc-
teur de Ens dans Alg (comme par exemple le foncteur List ci-dessus), alors on peut reconstruire la caté-
gorie a partir de cette monade. (Cela revient aussi, étant donnée une monade 7" sur Ens, a se demander
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s’il existe une catégorie Alg telle que cette monade soit la composée d’adjoints F' et G avec F' de Ens
dans Alg, et G de Alg dans Ens (en général le foncteur d’oubli). On peut montrer que c’est le cas mais
que cette catégorie n’est pas unique).

Cette reconstruction passe par ’intermédiaire de deux nouveaux types de catégories : les catégories de
Eilenberg-Moore et celles de Kleisli.

Nous ne rentrerons pas ici dans le détail de ces constructions. Sachons néanmoins que pour résoudre le
probléme posé ci-dessus, étant donnée une monade (7,7, u) sur la catégorie A, on appelle résolution
de cette monade un quadruplet (B, F, G, ¢) formé d’une catégorie B, de deux foncteurs F' : A — B et
G : B — Atels que GF = T, avec adjonctions 7 et ¢, € étant tel que GeF' = p. Ces résolutions forment
elles-mémes une catégorie, dont les fleches (B, F, G, e) — (B, F',G’, €') sont des foncteurs ® : 5 — 55’
tels que ®F = F/, G'® = G et Pe = €. La catégorie de Eilenberg-Moore donnera alors un objet
terminal de cette catégorie, alors que la catégorie de Kleisli en donnera un objet initial.

2.1.8 Catégories de Kleisli

Nous présenterons les catégories de Kleisli notamment parce qu’elles ont connu une utilisation inté-
ressante en informatique théorique et en sémantique des langues naturelles.
Soit une monade (7', 1, 1) sur la catégorie .A. Nous allons modifier cette catégorie de la maniére suivante.
Chaque fleche A — A’ est remplacée par une fleche A — T'(A’). Cela implique que I’on redéfinisse la
composition des fleches. Etant donnée deux fleches f : A — T(A") et g : A” — T(A”), on notera qu’il
est possible de trouver un chemin de A vers T'(A”) de la maniére suivante :

A— Ty L9 pramy BAn pan

On définira donc g x f par :
g*f=pa(Ty)f
On remarquera en particulier que :

frna=par(Tfina = parnTa f=1p(A)f = f

et que :

naxf=rf
de sorte que 774 serve de fleche identité.
Nous pouvons reprendre 1’exemple de I’ensemble des parties d’un ensemble. Dans la catégorie de Kleisli
associée, les fleches A — B sont en réalité les fleches A — p(B) de Ens. Elles correspondent a des
applications multivaluées, ou relations entre ensembles. Etant données une fleche f : A — p(B) et une
fleche g : B — p(C), on définit leur composée par :

g f(a) = (nco(g) f)la) = Jg®);b € fla)}

Noter que en associant la relation binaire Ry entre A et B a I’application f : A — p(B), de sorte que
aRsbsietseulementsib € f(a),ona:

aRgpe & c€ (g f)a)
< dbeB(be fla)Aceg(h)
< dbe B(aRyb) A (bRyc))
& aRgRyc

La catégorie de Kleisli pour la monade g sur Ens est donc la catégorie dont les objets sont les ensembles
et les fleches les relations binaires entre ensembles.
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Chung-chieh Shan ([Shan 01]) part directement de la catégorie de Kleisli associée a une monade (au lieu
de, simplement, une “monade” comme il le dit, mais il suit en cela [Wadler 92]), qui peut aussi se définir
directement par la donnée d’un triplet (T, n, ) avec :

n: X —->TX *: (TX, X -T(Y)) -T(Y)

avec les égalités qui conviennent assurant unité et associativité. 7 sert a injecter les objets de la catégorie
de départ (par exemple Ens) dans son image par I’endofoncteur 7', et x permet d’appliquer un morphisme
de la catégorie transformée a un objet de celle-ci. Cette formulation permet de retrouver la précédente
(celle ou I’on définissait non pas [’application d’un morphisme a un argument, mais la composition des
morphismes) pour autant que I’on dispose du processus de A-abstraction, ce qui sous-entend (voir plus
loin) que I’on soit dans une Catégorie Cartésienne Fermée. Avec cette réserve, on obtient, comme équi-
valents des conditions a vérifier (neutralité et associativité) :

na(a) xk = k(a) Va:Ak:A— T(B)
mxna =m Vm : T(A)
(mxk)xl=mx*v.(k(v)xl) Ym:T(A),k:A—T(B),l:B—T(C)

[Shan 01] développe I’exemple de la monade . Nous savons que pour tout ensemble A, nous définissons
T(A) = p(A), ou, ce qui revient au méme, pour tout type «, le type T'(a) = a — ¢ (ol ¢ est le type
des valeurs de vérité), alors en ce cas, I'injection 7 donne : 7, (a) = {a} : T(a) pour tout a : « et la
composition x est donnée par : m x k = |J{k(a);a € m}.

Considérons un individu de type T'(e), dans Ens, c’est un ensemble d’individus, dans T'(Ens) c¢’est un
nouvel individu... mais un individu composite (ou “non-déterministe”) : a I’ensemble { Pierre, Marie}
correspond 1’individu qu’on aurait envie de noter Pierre & Marie*, qui est de type T'(e).

On a évidemment la méme chose pour tous les types. Par exemple si on considere une entité de type
propriété, soit une entité de type e — ¢, on peut aussi la transporter par le foncteur 7, on obtiendra
une entité de type (e — t) — ¢, qui est un ensemble de propriétés, pouvant aussi &tre vu comme une
“propriété indéterminée”, cf. Az.love(x, Mary) ® \x.hate(x, Mary).

Comme exemple de composition par x, on a le cas suivant : soit k : ¢ — T'(e — t), définie par :

Va : e, k(a) = {\x.love(z, a), A\x.hate(z,a)} : T(e — t)
soit m = {Pierre, Mary} : T(e), alors on a :

U{Az.love(x, a), Az.hate(x, a); a € {Pierre, Mary}}
{A\z.love(z, Pierre), Ax.love(x, Mary),
Az.hate(x, Pierre), Ax.hate(x, Mary)} : T'(e — t)

mxk

(Ie non-déterminisme s’est propagé).

Si maintenant, on injecte un individu dans 7' de maniere a garder un individu déterministique, autrement
dit si on utilise ’injection 7, alors I’individu Pierre : e devient { Pierre} : T'(e) et on ne peut lui appliquer
notre fonction précédente k 1a encore qu’au moyen de , on obtiendra :

n(Pierre) x k = {\x.love(z, Pierre), \x.hate(x, Pierre)} : T(e — t)
De la méme fagon, quand on a une fonction déterministe h : ¢ — e — ¢ comme :

h = Xa. Az love(a, x)

4Ceci donne une idée pour le traitement des pluriels.
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on peut la transformer en une fonction non-déterministe, de type e — T'(e — t). Pour cela, on utilise
n: (e —t) — T(e —t),eton fait la composition o h. On a:

(noh)(a) =n(h(a)) : T(e 1)
et donc :
noh=Aan(h(a)):e—T(e—1t)
Noter alors que, si on exprime 1’application ordinaire d’une fonction a son argument (comme cela se
passe dans la grammaire de Montague) par une fonction App (analogue a un apply) :
App:(A— B) = (A— B)
telle que :
App(f)(z) = f(z)  Vf:A—Bx:A

alors on peut essayer de lifter cette fonction pour la transformer en Appr :
Appr : T(A— B) — (T'(A) — T(B))

(par exemple, transformer App servant & appliquer une fonction de type ¢ — t a une entité de type e
en une Appr servant a appliquer une fonction non-déterministe f de type T'(e — t¢) & un individu non
déterministe z de type M (e)). Soit f : T(A — B) etz : T(A), alors, pour obtenir un résultat de type
T(B), il faut appliquer 1 a un certain résultat de type B. Supposons b : Aeta : A — B, alors a(b) : Bet
donc n(a(b)) : T(B). Nous obtenons donc Ab.n(a(b)) : A — T(B), c’est typiquement une fleche de la
catégorie de Kleisli, dont nous savons comment elle peut s’appliquer a un x de type T(A), nous avons :

xx Abn(a(d)) : T(B)

et donc :
Aa.x x \b.n(a(d)) : (A — B) — T(B)

qu’on peut donc composer avec f :
f*[Ma.xx Ab.n(a(d))] : T(B)

D’ou la définition :
Appr(f)(@) = [ [Aa.(z * (Ab.n(a(D)))]

Appliqué au cas particulier du foncteur p, on en tire :

Appe(f)(x) = {a(b);a € f,b € x}: p(B)

quelle que soit le sous-ensemble f de fonctions de A dans B et le sous-ensemble x de A. Chung-chieh
Shan fait ici le lien avec la sémantique des questions de Hamblin, pour laquelle le sens d’une interroga-
tive est donné comme 1’ensemble des réponses alternatives possibles a la question. Autrement dit, une
question est une fonction de A dans T'(B) ou A est I’ensemble des propositions (cf. quelqu’un a ouvert
la porte) et T(B) I’ensemble des ensembles des propositions (cf. Pierre a ouvert la porte, Marie a ouvert
la porte, Jacques a ouvert la porte etc.). Une phrase affirmative a alors sa signification qui est donnée par

n.
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2.2 Systemes déductifs
2.2.1 Calculs propositionnels

Un systeme déductif est une catégorie dont les fleches sont interprétées comme des preuves, et les
objets comme des formules. Plus précisément, c’est un graphe avec une fleche particuliere 1 4 pour chaque
objet A (la preuve de A a partir de A) et une opération de composition entre fleches, qu’on peut noter :

fitA—=B g:B—-C
gf :A—=C

et qu’on peut interpréter comme une régle d’inférence.
Un calcul conjonctif est alors un systeme déductif centré sur T (la "vérité") et A doté des regles sui-
vantes :

1. Oa:A—=T
2. map:ANB— A
3. WA’B:AABHB
f:C—A ¢g:C—B
* <f,g>C—AAB
On voit immédiatement que pour avoir un tel calcul, il suffit d’avoir une catégorie qui posseéde un objet
terminal (T) et un produit (ici noté A). Une telle catégorie est dite cartésienne.

Un calcul propositionnel intuitionniste positif sera alors un calcul conjonctif avec un opérateur addi-
tionnel si, noté <=, et avec les régles suivantes :

e(B): (B<C)NC — B

h:ANC — B
h*:A—-B«(C

C’est-a-dire les regles d’élimination et d’introduction de 1’'implication.
Or, la aussi, on peut faire le raisonnement suivant : soit F le foncteur qui a toute formule A associe
la formule A A C. On a vu que I’adjonction revenait a établir une bijection entre toutes les preuves
FcA — B et toutes les preuves A — G¢ B, pour un certain G¢ qui est alors 1’adjoint a droite de F'.
Alors, B <= C est défini comme G ¢ B. L’implication est I’adjointe a droite de la conjonction.
Autrement dit, le calcul propositionnel intuitionniste positif est un calcul conjonctif out on fait I’hypothese
de I’existence d’une adjonction. C’est ce que I’on appelle une catégorie cartésienne fermée. Comme on
I’a vu, cela va de pair avec I’hypothese de I’existence de transformations naturelles  : 1 — G¢F¢ et
€ : FoGec — 1, autrement dit de familles de fleches (A) : A — GoFeo(A) ete(B) : FoeGe(B) — B,
soit, avec nos notations logiques :

-nA): A= (ANC)=C

-€e¢B):(B<=CO)NC—B
€ est ainsi la regle du modus ponens.
On note e ¢ la fleche e(B) ci-dessus, et 4 ¢ la fleche 7.
On a vu d’autre part comment associer, dans le cas d’adjonction, a toute fleche f : Fo A — B une fleche
f*:A— GeB, c’est-a-dire a toute preuve f : AAC — B, une preuve f*: A — B < C. Cela donne
la regle d’inférence :

h:ANC — B
h*:A— B« (C
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Soit une preuve g : D — A. Puisque €p g : (D < B) A B — D, on peut faire la composition et on
obtient: gep g : (D < B)AB — A, puis on obtient par adjonction : (gep g)* : (D <= B) — (A < B)
(en principe, c’est une flecche GFG(D) — G(A), mais GFG(D) est équivalent a G(D)). D’oti 1a regle
d’inférence :

g:D— A

(geD,B)* : (D = B) — (A = B)

Soit une preuve g : T — B < A. Elle se compose avec ()4, de maniére a donner une preuve g() 4 :
A — B < A. On peut alors construire le diagramme suivant :

>

B¢A<— B¢A ANA

La fleche en pointillés peut étre continuée alors par e 4, et on voit qu’on obtient une preuve de A — B.
On pose : ¢° = ep,a < 9g0a,1la >. D’ou laregle d’inférence :
g: T —-B<«A
¢:A—B
Similairement, si on part d’une fleche f : A — B, alors elle peut se composer avec la fleche de projection

my: T ANA — A Onobtient : fra1 4 : T AN A — B, dont on peut prendre 1’étoile, ce qui donnera :
(fme,1,4)* : T — B < A.Onnotera [ f] cette fleche. On obtiendra la régle :

f:A— B
[f1: T—=B« A

Un calcul propositionnel intuitionniste s’obtient en rajoutant la constante "faux" : L et le connecteur V.
L est considéré comme objet initial, et le V comme le coproduit. Autrement dit, on a les fleches :

1. DA:J_—>A,
2. kap:A— AV B,
3. /{’A’B:BHA\/B

ainsi que la reégle d’inférence :
f:A-C g:B—-C

[f,g]: AVB—C

Autrement dit il s’agit d’une catégorie cartésienne fermée, avec, en plus, un coproduit, c’est ce que 1’on
appelle donc une catégorie bicartésienne fermée.

L’importance fondamentale des catégories cartésiennes fermées réside en ce qu’elles nous permettent de
retrouver le A-calcul, en tant que langage interne (c’est-a-dire langage apte a décrire les fleches exis-
tantes).

2.2.2 Théoréme de la déduction

On pourrait se contenter de la régle d’inférence qui fait passer de i a h* vue plus haut, mais on exige
plus. Nous allons en effet nous occuper de preuves faites avec des hypotheses. Une hypothese est une
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fleche x : T — A. A partir d’un systéme déductif £, on forme un nouveau systeéme déductif en ajoutant a
L cette nouvelle fleche. On appelle £(z) le nouveau systéme obtenu. L’idée est maintenant de s’intéresser
a un tel nouveau systeme. Les preuves de ce nouveau systeme dépendent en principe désormais de cette
nouvelle fleche, on les écrit donc ¢(z) : B — C.

Théoréme 1 (Théoréme de la déduction) Dans un calcul propositionnel, a toute preuve ¢(x) : B — C
obtenue a partir de ’hypothése x : T — A correspond une preuve f : ANB — C dans L qui ne dépend
pas de x. On note f = kyea(x) cette nouvelle preuve.

Démonstration : 1la démonstration se fait par récurrence sur la longueur de la preuve. Prenons par exemple
le calcul intuitionniste positif. Toute preuve ¢(z) : B — C apartirde z : T — A posséde une des formes
suivantes :

(1) k: B — C, preuve dans L,
) z: T—AavecB=TetC=A,
(i) < (x), x(x) >avecy(z): B— C',x(z): B—C",C=C"NC",
(iv) x(x)y(z) avec ¥(z) : B — D, x(x): D — C,
v) (W(x))*avecp(z) : BAC' = C",C=C"= "
On procede en énumérant ces cas.
(i) une fleche A A B — (' s’obtient en composant k avec la deuxieéme projection du produit, donc
Keeak = lmr;x’B,
(il) KzeaT = TAT,
(iil) krea < Y(x), x(2) >=< Keea(2), kzeax(z) >,
(V) FreaX(2)¥(z) = Keeax(v) < Ta,B, KeeaP(z) >,
V) kaea((@))" = (keeat(®)oa,p.or)"

(ol wa, g, ¢ est la preuve de I"associativité : (AAB)AC' — (AANB)AC".
les cas (i) et (ii) sont les cas de base et comme on le constate, ils ne font pas intervenir x.

2.3 \-calcul dans les catégories cartésiennes fermées

Habituellement, on note AP ce que nous avons noté A < B, dans les CCF. D’apres la définition
d’une CCEF, a partir d’une fleche h : C' x B — A, nous avons une fleche h* : C — AB, ce qui nous
permet d’obtenir, grace au produit, une flecche h*mcp : C x B — AP, d’ou par produit, une fleche
< Wmep,mpg > C x B — AP x B. Comme nous utilisons le fait que F4 : B — A x B et
G4 : B — B4 sont adjointes 1’une de I’autre, nous avons la co-unité €4 p : AB x B — A, avec la
propriété :

eap < h*mop,mop >=h

h* estla curryfication de h. Quant 2 € 4 g, c’est la fleche de AP x B dans B qui correspond a I’évaluation.
En termes ensemblistes, ce serait la fonction apply qui, a toute fonction f : B — A et a tout élément a
de B associe apply(f,a) = f(a). Mais comme nous ne nous référons pas aux ensembles, il faut obtenir
I’idée équivalente d’une autre maniere. Ce sera en “redécouvrant” (en quelque sorte) le A-calcul. Avant
cela, il nous faut trouver 1’équivalent des notions de fonction et de variable. Pour les variables, nous ve-
nons de voir a la section précédente, que nous pouvions faire intervenir dans un systeme déductif des
fleches “indéterminées”, qui correspondent a des hypothéses. Si 1 représente I’élément neutre (ou ce que
nous avons noté T ci-dessus), nous nous intéressons a des fleches « : 1 — A et nous engendrons a partir
d’une telle fleche toutes les autres qui vont faire que malgré cet ajoft, la structure de catégorie (carté-
sienne, ou cartésienne fermée) est conservée. Si on partait d’une catégorie A, avec 1’ajotit d’une fleche z,
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on obtient alors la catégorie A[z]. Les fleches dans .A[x] dépendent de z, on les appelle des polyndmes en
z. La relation “=,”, qui sera utilisée ci-dessous est la relation d’équivalence entre morphismes modulo
les équations ajoutées entre polyndmes pour que le résultat soit bien une catégorie. Comme en algebre
standard, étant donné un polynéme formel, on se demande s’il peut étre réalisé par un morphisme (dans
le cas standard par une fonction f).

Cela prend la forme d’un théoreme de complétude fonctionnelle

Théoréme 2 Pour tout polynome ¢(x) : B — Cenz : 1 — A, il existe une fleche unique f : AxB — C
telle que f < xQp,1p >=, ¢(x)

B B

\Y Z
(S’O<CCOB,1B> N

C C

Remarque : ceci est comme le théoréme de la déduction (se souvenir que A x B = A A B), avec en plus
une forme explicite de la décomposition, qui possede le corollaire que, si on prend B = 1, alors on ob-
tient : toute preuve ¢(z) : 1 — C' obtenue a partir de ’hypotheése x : 1 — A est équivalente & une preuve
obtenue en composant la fleche 1 — A avec une flecche A — C (puisque Ax 1 =AAN1=AAT = A).
Autrement dit, c’est I’analogue du théoréme d’élimination de la coupure.

Comme dans la démonstration du théoréme de 1a déduction, on note ce morphisme f (unique) : Ky 4 P(2).
On prouve par induction sur la longueur de la preuve que :

KmEA(b(x) < xOBa 1B >=g (b(l‘)

Corollaire 1 Pour tout polynome ¢(x) : 1 — C en une indéterminée x : 1 — A sur une catégorie
cartésienne ou cartésienne fermée A, il existe une unique fleche g : A — C dans A telle que gx =, ¢(z).
Sur une catégorie cartésienne fermée A, il existe une unique fleche h : 1 — C4 telle que €c,a <
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Démonstration : dans le premier cas, il suffit de prendre g = kzead(z) < 14,(Oa >. L'adaptation du
diagramme précédent donne en effet :

NP O

<14,0a X7

Y

A Ax1 y 1 o(x)

™ ™

f = K:J:EA(b(x)

Y Y

c C

Pour le deuxieéme cas, il suffit d’utiliser la regle d’inférence (p. 24) :
fiA=C
[f]1:1—c4
et on obtient bien une fleche 1 — C4, c’est la fleche
h=lkgead(x) <14,0a >]

On peut alors prouver que kyeca(g9z) < 14,Oa >= g et que h’ = g. On se souvient pour cela de la
régle d’inférence :

g:1—c
@ A-C
Finalement, on note : \,c 4¢(x) la fleche h telle que hx = cca < h,x>=, ¢(z)

1 1

v,

o < h,x> <

»’/ 4
CA«——Cx A A o(x)
T T
€C,A \a

Y Y
C C

Insistons sur I'importance de ce théoreme. Il signifie que toute preuve ¢(z) d’une formule de type C dé-
pendant d’une hypothese x de type A permet de définir une "fonction" (plus généralement un morphisme)
de type C4. C’est ce morphisme qui permet d’interpréter dénotationnellement le A-terme Az.¢(z), et de
plus nous avons son unicité. Conclusion : 1a notion de catégorie cartésienne fermée permet bien de recons-
truire le A-calcul, ou plus précisément : un A-calcul puisque les objets sont ici définis a un isomorphisme
pres.
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3 Calcul de Lambek revisité a la lumiere des catégories

Admettons les axiomes introduits dans la définition d’un systeéme déductif. [Lambek(1988)] définit
le calcul syntaxique (associatif et avec unité) comme un systeme déductif ou la classe des types (objets)
contient un type spécial I (qui sera le type de la chaine vide) et qui est fermé sous e, /,\, et ol sont
imposées les fleches et regles suivantes.

aspc:(AeB)e(C — Ae(Be() a;}B,C:Ao(BoC)H(AoB)OC
pa:Ael - A Ap:TeA— A
pZI:A—>AoI /\leA—>IoA

f:AeB—=C f:AeB—=C
ff:A—-C/B *f:B— A\C
g:A—C/B g:B— A\C
gt:AeB = C tg:AeB —C

On doit considérer ici que f* (resp. * f, g7, T ¢) est 'image par un certain foncteur de f (resp. f, g, g). 1l
serait rigoureux d’écrire, en notant 54 5.c,YA,B,C» 5213.@ vng_C ces foncteurs :

fr=Bapc(f) “f=va8clf) 9" =8i%c0) T9=11%5c0)

Il est facile de voir qu’une dérivation dans L est désormais représentée par une fleche (morphisme) qui
s’exprime a 1’aide de celles qui sont ainsi données. Ainsi :

la/p: A/B — A/B
13p:(A/B)eB — A

“(Ls/n): B — (A/B)\ 4

donne une preuve du théoréme de type-raising. Noter que B — (A/B) \ A est le résultat et que * (A7} / 5)
est le nom de la fleche qui encode la dérivation.
Exercices :
- Donner les preuves de :
Be(B\A)— A
I— AJ/A
(A\ B)/C — A\ (B/C)
(A/B)e(B/C)— A/C
A/B = (4/C)/(B/C)

- Démontrer que I’ensemble des sous-ensembles d’un monoide est un calcul syntaxique, ot I, e, / et \
sont définis de la facon suivante :

AeB={x"ye M;x€ ANy € B} (1
C/B={xe M;Yye Bz yeC} (2)
A\C={ye M;Vxec AzeoycC} 3)

I={e} “)

et en supposant qu’il existe une seule fleche de A vers B quand A C B (inclusion).
Remarque : on peut démontrer (théoreme de complétude de Buszkowski) que :

19



Théoréme 3 A — B est un théoréme du calcul de Lambek si et seulement si V (A) C V(B) pour toute
valuation V, c’est-a-dire toute assignation qui assigne aux types de base des sous-ensembles arbitraires
d’un monoide M et aux autres types les sous-ensembles définis par les égalités ci-dessus.

On appelle catégorie monoidale bi-fermée : une catégorie C, qui satisfait aux équations d’une catégorie,
et qui est telle que :
1. o, /,\ sont des bi-foncteurs, respectivement de C x C dans C, de C x C°P dans C et de C°? x C dans
C;
2. p, A, a, B, sont des isomorphismes naturels ;

3. les fleches composées suivantes sont des identités :

AeB—(Ael)eB — Ae(leB)— AeB

(AeB)eC)eD  — (AeB)s(CeD)
. Ae(Be(CoD))
~ Ae((BeC)eD)
— ((AeB)e(C)eD

4 Calcul de Lambek symétrique

4.1 Symétrisation

Dans ce qui suit, nous notons & le produit jusqu’ici noté e, afin d’établir une homogénéité de notation
avec I’opérateur qui sera nouvellement introduit . Nous avons fait référence plus haut aux valuations
V qui permettent de donner une sémantique dénotationnelle aux types syntaxiques (en termes de parties
d’un monoide). La formule qui définit V(A ® B) a une "duale". Ce serait la formule :

VaVb(c=ab=a€ AVbeE B)

Notons donc A @ B la formule qui, en termes monoidaux, aurait cette sémantique.
Il faut aussi un symétrique de 1. On peut considérer le complémentaire de 1. Notons-le 0. Nous pouvons
noter que :

A®0={cVaVb(c=ab=ac AVbe0)}

={¢VaVb(c=ab=ac AVb#1)}
={VaVb(c=abAb=1=ac A)}
={gVa¥b(c=a=ac A)}=A

On peut aussi prouver que :
(AeB)aC=Ad(Ba()

Il reste a trouver des adjoints pour cette opération. Ce seront des opérations \\ et // telles que :

CcCApB&C)/BCcAs A\CCB

11 suffit pour cela de définir :
C)B = {x;3b(zbec CAb¢& B}

ANC = {z;3alaxr € C Na & A}

Il est facile de voir que, si nous définissons une négation par :

—~A={b:bg A}
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ona:
A@BZ—\(—\A(@—\B)etO:—\l

de plus,
C /B =-(-C/-B)
4.2 Le calcul symétrique

Revenant au calcul syntaxique, nous avons maintenant enrichi ce dernier en lui adjoignant un connec-
teur O-aire et trois connecteurs binaires :
07 @,//7\\
avec les regles et axiomes :

(AdB)®eC— A® (BaO) AP0 A0 A

C—-A@BssiC)B— Assi A\C — B

La logique obtenue est une forme dite faible de la logique bilinéaire.

4.3 Les lois de Grishin

Les sous-ensembles d’un monoide satisfont de plus des propriétés que la forme faible de la logique
bilinéaire ne permet pas de démontrer. C’est la raison pour laquelle V. N. Grishin a suggéré d’introduire
des axiomes supplémentaires, en 1’occurrence :

(A@ B)/C — A® (B/C) C\(B®A)— (C\B)® A

Exemple : soitz € (A® B)/Cetce C,alorsxc € A® Bdoncsixzc=ab,ona:a € Aoubienb € B.
Supposons que = ay et que a & A, alors zc = ab = (ay)c = a(yc) € A® B. Comme a ¢ A, il résulte
que yc € B. Donc quelque soit ¢ € C, yc € B, on en déduitque y € B/C.doncsiz = ayeta ¢ A, on
ay € B/C,c’estdonc que x € A& (B/C).

On en déduit aussi :

(A\D)®C — A\(D& () C®(DJA)— (CeD)JA
Ces axiomes permettent de faire communiquer entre eux les opérateurs des deux familles (la famille

conjonctive et la famille disjonctive), ce qui s’avere crucial du point de vue linguistique (voir exercices).

4.4 Calcul des séquents

Les séquents pour la logique bilinéaire faible sont de la forme I' - A, avec I' = Ay, ..., A, et
A = By, Bs, ..., B,. Le sens d’un séquent de ce genre est :

Regles structurelles :

AFA

AFA T,AAFO AF®, AT AFO
T,AAF© AF ®,0,0
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Regles logiques :

I'AF©
Al F1
I,1,AF©
I A, B,AF©
St — ABr-A®B
TA® B,AF©
T,AFB
B/A AFB SREh—
I+ B/A
AF®,T, 0
AF®, AT AF® BT
AANBF A

AF®,AAB,T

+ toutes les reégles qu’on peut obtenir par inversion des fleches et remplacement de ® par .
On peut intégrer les deux regles de coupure dans les regles logiques de maniere a reformuler A, B - A®Q B
sous la forme :

A AFB
I'AFA®B

dans le but de prouver un théoreme d’élimination des coupures. On notera en effet que cette regle (regle
classique d’introduction a gauche du ®) résulte de la preuve suivante :

'A ABFA®B
A+ B I'B-A®B
I'A+-A®B

Idem pour obtenir les régles connues concernant / et \ :

©FA BJ/AAFB
B/A,©F B I,B,I'FA
T,B/A,0,T' A

Le “A” (resp. “V”) correspond au & (resp. @) de la logique linéaire. Par symétries, on obtient les regles
du V, par exemple, a partir de celle du A a droite, par symétrisation des séquents :

AT FA  T,BT'FA
IAVB,I'FA

mais aussi, par inversion des fleches, a partir de la régle d’introduction a gauche de / :

AF© AFT,BT
AFT,BJA,©,T
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4.5 Associativité mixte et systeme B2
On peut rajouter deux autres regles de coupure :

AF®,A AAFO AFAT T,AFO
AAF®O IAFO,T

mais alors ces régles correspondent aux lois d’associativité mixte :
(Ao B)®C — A® (B () A (BaC)— (A®B)® C

(ce qu’on voit facilement en notant que, si on prend la premiere, A, A donne (®, A), A et si on admet
I’associativité mixte : ®, (4, A) donc $,0.)
Ces regles permettent alors d’obtenir les converses des lois de Grishin :

A@ (D/C) - (A@ D)/C O\(D® A) - (C\D) & A

Lambek ([Lambek(1993)]) rappelle que Szabo a développé un calcul des séquents pour la logique avec
régles structurelles restreintes en utilisant une regle de coupure plus générale :

AF®, AT T,AAFO
IAAF®,0,T

mais on remarque 1’étrangeté de cette régle, qui nécessite I’échange entre ® et I' d’un coté et ¥ et A de
Iautre. Cette regle n’est pas valide en logique bilinéaire, ol les regles de coupure doivent étre restreintes
aux cas ou soit ® ou I' est vide, soit ¥ ou A est vide.

On décide dorénavant de noter BL1 la logique bilinéaire faible sans les lois de Grishin, BL1(b) la logique
bilinéaire avec les converses des lois de Grishin et BL2 la logique bilinéaire faible avec les lois de Grishin
et leurs converses.

Dans BL2 avec les quatre regles de coupure, on peut formuler les régles logiques de la maniere suivante.
Sous cette forme, elles absorbent les coupures (autrement dit, on peut facilement procéder a I’élimination
des coupures).

I'AFO©
B F1
I'N1,A+HO
I'A,B,A+0© '®,A 9 A+ B,U
I'N'A® B,AFO AP, AR B,V
AFAY T.B,AFO I''AF®, B
A ou VU vide R EE—
IB/AAAFO, ¥ '+®,B/A
A AF® AF® AT A+ BT
I'AANB,A+© AP ANB, Y

+ regles obtenues a partir des symétries et de I’inversion de fleches.
Exercice : Démontrer que pour la logique bilinéaire ici présentée L est un objet dualisant, qu’autrement
dit,on a :

L/(ANL) =A=(L/AH)\ L
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4.6 Une dérivation utilisant le calcul symétrique

[Kurtonina & Moortgat (2007)] donne une dérivation de Alice thinks someone left, avec lecture de re
dans le calcul symétrique. “Alors que ’assignement de type s/(sn\ s) restreint I’analyse a la construction
locale de la portée de someone, ¢’est-a-dire limitée a la clause enchissée, 1’assignation du type (s//s)\sn
admet aussi la construction non locale c’est-a-dire avec portée de someone sur la phrase principale”. On
obtient la dérivation suivante :

snksn sk s

sks (sn®(sn\s)ts sks sks
snksn (sn® (((sn\s)/s)®s)) ks sk (s/s),s
(sn® (((sn\s)/s)®@(sn®(sn\s)))Fs sk(s)s)®s
(sn @ (((sn\8)/s) @ (sn®@ (sn\s)))F (s)s)®
(s/s)\(sn @ (((sn\ s)/s) ® (sn @ (sn\ 5)))
sn® (/9N (5 5)/5) ® (s ® (51 5)))
sn @ (((sn '\ s)/s) @ ((s/s)\(sn ® (sn\ 5)))
sn@ (s, 5)/5) ® ((/5)\m) ® (5m\ 5))
ou G1 et G2 sont les lois de Grishin suivantes :

(G1) (A\B)®CF A\(B®C(C)
(G2) C® (A\B)F A\(C® B)

/D]

cut
s

NG]
G2
G2
G1

)F s
)b s
)k s
)b s

Evidemment, une telle dérivation demande une extension de I’isomorphisme de Curry-Howard, afin que
chaque pas dans la dérivation puisse se traduire en une opération de construction de la forme sémantique.
Cela sera fait grace a la sémantique des continuations, et plus particuliérement par 1’introduction du Agfi-
calcul, défini par Curien et Herbelin.

Exercice : Démontrer que (s//s)\sn F s/(sn\ s) etque (n\n)/((s/s) ® (s/sn)) F (n\n)/(s/sn).
Montrer que ce deuxiéme type peut étre attribué au pronom which de maniere a obtenir une dérivation
de movie which John saw on TV, résolvant ainsi le probléme des extractions non périphériques (dont le
calcul de Lambek pur ne peut rendre compte).

5 Logique linéaire non commutative

Ce que Lambek appelle “logique bilinéaire” est, au premier regard, la logique linéaire (de Girard)
avec la regle structurelle de permutation en moins : on obtient alors la logique linéaire non-commutative,
qui a été étudiée par M. Abrusci et P. Ruet. A ceci preés que, en logique linéaire non commutative, & est
remplacé par g, lequel ne se trouve pas défini comme co-produit et n’a pas la sémantique dénotationnelle
vue plus haut : les opérateurs de la logique linéaire ont une interprétation dans les espaces cohérents, ce
qui n’est pas du tout la méme chose. Attention : p est non commutatif. Cela entraine que, logiquement,
on a deux négations, I’une a droite, I’autre a gauche, de maniére & ce qu’on puisse définir / et \ par :

A\ B="1ApB B/A = BpA*

On en déduit :
At =1/A tA=4\1
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et:
AL A FA LA

£ <

La sorte d’associativité “mixte”, introduite par les axiomes de Grishin, est en fait la régle en logique
linéaire, puisqu’on peut démontrer, par exemple, le séquent :

(ApB)®@CFAp(BaC)

6 Prégroupes

[Lambek(1998)] change quelque peu les notations, il note O ce que nous avons noté L (ce qui n’est
pas trop grave puisque nous avons délaissé les additifs) et il note a” (resp. a') ce que nous avons noté ~a
(resp. a). On vérifiera que 1’on a alors :

comme conséquence de la propriété d’objet dualisant.
En reprenant le langage des catégories et en considérant la catégorie des ensembles partiellement ordon-
nés ou la fleche n’est autre que la relation d’ordre (<), on a :

a®a <0, d®a<0

et de maniere duale :
1<d" pa 1<agpd

(que, par soucis de simplicité, Lambek note : 1 < a”" +aetl < a+ a'). On a alors, en définissant a /b
comme a + b' et b\ a comme b" + a :

(a/b)b=(a+b)b<a+ (b)) <a+0=a

grice aux axiomes de Grishin.
[Lambek(1998)] considere alors que “trop d’opérations apparaissent dans un tel calcul, par rapport a ce
qu’exige la linguistique” (!) et que sans doute il serait plus “raisonnable” de procéder aux identifications :

at+tb=a®b 0=1

Cette hérésie sur le plan de la logique conduit néanmoins a une structure algébrique connue, celle de
prégroupe.

Définition 14 Un prégroupe est un monoide muni d’une relation d’ordre partielle, dans lequel chaque
élément a posséde deux adjoints (un adjoint gauche, o', et un adjoint droite, a”) de sorte que : ala < 1 <
aat etaa” <1< a"a.

Les inégalités fondamentales d’un prégroupe s’interprétent alors comme des régles de réduction (a'a — 1
et aa” — 1) et des régles d’expansion (1 — aa' et 1 — a"a). Plusieurs applications des prégroupes ont
été faites, concernant diverses langues.

Dans la hiérarchie des catégories, les prégroupes correspondent aux catégories bi-fermées compactes. En
oubliant I’ordre, on obtient une catégorie monoidale, qui est aussi une catégorie que 1’on trouve a partir
des espaces vectoriels munis du produit tensoriel. Cela ouvre alors le champ a la sémantique distribution-
nelle.

Note sur prégroupes et grammaires catégorielles : a premiére vue, les prégroupes permettent de retrou-
ver les régles du calcul de Lambek. Les réductions donneraient les applications : ainsi A/B B — A se
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traduirait en ab' b — a(b'b) — al — a, et les expansions les élévations de type (régles hypothétiques) :
on aurait : @ — al — a(b'b). On peut ainsi facilement voir que les réductions de livre que Marie lit sont
semblables dans le calcul de Lambek et dans une grammaire de prégoupes :

Lambek : n (n\ n)/(fl/in) sn (sn\ s)/sln

prégroupes : n n'n sn"s sn sn” ssn
mais il n’est pas possible dans les grammaires de prégroupes de faire la différence entre (A ® B)/C et
A® (B/C) qui, tous les deux, se traduisent par la méme expression : ABC".

7 Catégories monoidales

La notion de prégroupe fait surgir un nouveau type de catégorie : les catégories dites monoidales.
Elles ont ceci de particulier que, pour le dire a la fagon d’un McLane ([MacLane 1971]), elles viennent
“tout équipées d’un produit”, que nous noterons ®.

Définition 15 Une catégorie monoidale < B, ®, e > est une catégorie I3 avec un bifoncteur @ : BxXB —
B associatif et avec un élément unité e.

La notion de bifoncteur provient de celle de produit de deux catégories. etant données deux catégories A
et B, on peut définir une catégorie A x B de la maniere suivante :

— un objet de A x B est un couple (A, B) formé d’un objet de A et d’un objet de B

— une fleche (A, B) — (A’, B’) de A x B est un couple de fleches (A — A’, B — B’)

— la composée de deux fleches est définie par :

(f',9") o (f,9)=(f"of.g o9)
Des foncteurs P : A x B — Aet @ : A x B — B sont définis par :

P(f.g9)=f Q(f.9)=y

on les appelle les projections. Deux foncteurs U : A — A’ etV : B — B’ ont aussi un produit
UxV:AxB— A — B, défini par :

(UxV)(A,B) = (UA,VB) (UxV)(f.9)=ULVyg)

Un foncteur d’une catégorie produit .4 x 5 dans une catégorie C est alors appelé un bi-foncteur. Le produit
cartésien de deux catégories est, par exemple, un bifoncteur.
Dire qu’un bifoncteur ® de B x B dans B est associatif se traduit par le fait que pour tous objets A, B, C'
de B,ona:

(A®B)@C=A® (B®C)

ce qui revient a3 :
®(®@ x Id) = @(Id x ®)

QD

SNoter que ® x Id est le foncteur de (13 x B) x B dans B x B qui envoie tout ((A, B), C) sur (A ® B, C), qui donne ensuite
par composition avec ® : (A ® B) ® C, alors que Id X ® envoie (A, (B, C)) sur (A, B ® C) qui donne, par composition avec
®:A®(B®C).
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